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1. Введение. 
В статье обсуждается взаимодействие качественных факторов и предложен новый критерий 

сравнения величины этого взаимодействия в разных популяциях. Многие так называемые 

мультифакторные болезни происходят от изменения регуляции генов. Например, существуют 

участки ДНК: енхансеры и репрессоры, которые регулируют транскрипцию гена. Замена одного 

регулятора на другой может кардинально изменить транскрипцию гена. Взаимодействие двух 

факторов в терминах теории вероятностей можно определить как условную вероятность 

появления одного фактора при наличии другого. На рис.1. показаны две гетерозиготы по двум 

генам A и B. У каждого гена по 2 аллеля - нижние индексы 1 и 2. Случаи (а) и (б) отличаются 

сочетанием аллелей (гаплотипом). 
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Рис.1 В случаях (а) и (б) аллели одинаковы, а гаплотипы (их сочетания) отличаются.  

  

Из рис.1 видно, что в популяции (а) встречаются только гаплотипы A1B1 и A2B2. В популяции (б) - 

только A1B2 и A2B1.  Условная вероятность появления аллеля B1 при наличии A1 в популяции (а) 

равна P(B1|A1)=1, т.к. аллель А1 всегда встречается в сочетании с В1. В популяции (б) эта условная 

вероятность равна нулю, т.к. гаплотип A1B1 в ней не встречается совсем. Условные вероятности 

сочетания аллелей количественно характеризуют взаимодействие аллелей генов. В популяциях (а) 

и (б) условные  вероятности различны и, следовательно, взаимодействие генов в этих популяциях 

отличается. Это отличие можно выразить на языке "частот гаплотипов" следующим образом: 

Гаплотипы A1B1, A2B2 встречаются чаще, а гаплотипы A1B2, A1B2 встречаются реже в популяции (а) , 

чем в (б) 

2. Критерий равного взаимодействия для одинаковых частот 

аллелей. 
Пусть, как это часто бывает в медицинских исследованиях, вместо двух больших популяций у нас 

есть только две малые выборки гаплотипов для двух генов A и B. У каждого пациента есть по паре 

гаплотипов (один от матери, другой от отца), см.рис.1. Пусть у каждого гена будет два  аллеля: 

A1,A2 и B1,B2. В выборках могут встретиться любые из 4-х гаплотипов: A1B1, A1B2, A2B1, A2B2. 

Предположим для простоты, что частоты аллелей каждого гена в обеих популяциях одинаковы. 

Наша задача - на основе двух случайных  выборок из разных популяций определить, одинаковы 

ли взаимодействия (условные вероятности) между генами в популяциях или нет. Для этого мы 

сконструируем точный статистический критерий (наподобие точного критерия Фишера) проверки  

равенства взаимодействия. 

3. Алгоритм вычисления для двух аллелей. 
Как и в точном критерии Фишера рассмотрим таблицу сопряженности с фиксированными 

суммами по строкам и столбцам. В отличие от Фишера, у нас будет не одна таблица, а две в 

соответствии с количеством выборок. Поместим выборку 1 в таблицу сопряженности, см.табл.3.1. 

 

 B1 B2 Всего 

A1 x11 x 12 Ra1 

A2 x 21 x 22 Ra2 

Всего Ca1 Ca2 Na 

 

Табл.3.1 Численности гаплотипов выборки 1. 

 

Таблица сопряженности выборки 2 показана в табл.3.2. 

 

 B1 B2 Всего 

A1 y11 y12 Rb1 

A2 y21 y22 Rb2 

Всего Cb1 Cb2 Nb 



 

Табл.3.2 Численности гаплотипов выборки 2. 

 

, где xij - кол-во гаплотипов AiBj,  Ri=xi1+ xi2 - сумма i-ой строки таблицы,  Cj= x1j+ x2j - сумма j-ого 

столбца, N - суммарная численность. 

 Кроме сумм по строке и столбцу, нужно зафиксировать сумму по гаплотипу ij: Tij= xij+ yij . 

Сформулируем нулевую гипотезу равного взаимодействия: условные вероятности p(Ai|Bj) для 

выборок 1 и 2 равны. Для проверки этой гипотезы используем формулы комбинаторики. 

Вычислим сумму вероятностей получения таблиц 3.1, 3.2 и других таблиц с равными Ri, Cj, Tij  с 

меньшей вероятностью.  

3.1 Шаг 1. Вычисление кол-ва способов получения исходных таблиц. 
Кол-во способов получения табл.3.1, 3.2 равно: 

    
   
   

  
   
   

  
   
   

  
   
   

    (3.1) 

, где   
   
   

  
    

              
   - биномиальный коэффициент. Восклицательный знак «!» обозначает 

факториал. 

Вероятность получения исходных таблиц 3.1 и 3.2 равна: p0=n0/Ntotal, где Ntotal - полное кол-во 

способов получения таблиц с фиксированными суммами. 

3.2 Шаг 2. Вычисление кол-ва способов получения остальных 

таблиц. 
Состоит из нескольких итераций. Сначала последовательно уменьшаем значение любой ячейки, 

например, x11 (≥0) на 1, сохраняя постоянными суммы Ri, Cj, Tij,  до тех пор пока значение какой-

либо xij или yij не станут равными 0. Потом проделаем аналогичную процедуру последовательно 

увеличивая x11 на 1. В каждой итерации k вычисляем кол-во способов получения таблиц nk и 

сумму способов получения исходной таблицы и всех таблиц с меньшей вероятностью:    

           
 .  

Одновременно вычисляем полное число способов получения таблиц:              

3.3 Шаг 3. Вычисление вероятности получения исходных таблиц и 

таблиц с меньшей вероятностью. 

Вычисляем вероятность нулевой гипотезы:   
  

      
 

4. Пример вычисления взаимодействия. 
Для проведения ручного расчета рассмотрим таблицы 4.1 и 4.2 с малыми численностями в каждой 

ячейке. Это упростит вычисление биномиальных коэффициентов. 

 

 B1 B2 Всего 

A1 3 0 3 

A2 1 2 3 

Всего 4 2 6 

 

Табл.4.1 Численности гаплотипов xij выборки 1. 

 



Таблица сопряженности выборки 2 показана в табл.4.2. 

 

 B1 B2 Всего 

A1 0 4 4 

A2 2 1 3 

Всего 2 5 7 

 

Табл.4.2 Численности гаплотипов yij выборки 2. 

 

Сумма гаплотипов Tij для табл.4.1 и 4.2 показана в табл.4.3. 

 

 j=1 j=2 

i=1 3=3+0 4 

i=2 3 3 

 

Табл.4.3 Сумма гаплотипов Tij двух выборок. 

 

Для применения критерия необходимо равенство частот аллелей. Проверим, что частоты аллелей 

каждого из двух генов в двух выборках не отличаются. Для гена А получим табл.4.4. 

 

 Выборка 1 Выборка 2 

A1 3 4 

A2 3 3 

 

Табл.4.4 Численности аллелей гена А. 

 

С помощью точного критерия Фишера получим для табл.4.4 вероятность P=1. Отсюда делаем 

вывод: на уровне значимости P=1 (много больше 0,05) частоты аллелей гена А не отличаются. 

Аналогично проверим ген В. 

 Выборка 1 Выборка 2 

В1 4 2 

В2 2 5 

 

Табл.4.5 Численности аллелей гена В. 

 

С помощью точного критерия Фишера получим для табл.4.5 вероятность P=0.29. Делаем вывод: на 

уровне значимости P=0.29 (конечно это не 1, но все равно больше 0,05) частоты аллелей гена В не 

отличаются. 

4.1 Шаг 1. Вычисление кол-ва способов получения исходных таблиц 

4.1 и 4.2. 

    
 
 
  

 
 
  

 
 
  

 
 
    

4.2 Шаг 2. Вычисление кол-ва способов получения остальных 

таблиц. 
В табл.4.1 увеличить x11=3 на 1 нельзя, т.к. x12=0 станет отрицательным, поэтому будем 

последовательно уменьшать x11 на 1. 



4.2.1 Итерация 1. x11=2 

 

 B1 B2 Всего 

A1 2 1 3 

A2 2 1 3 

Всего 4 2 6 

 

Табл.4.6 Численности гаплотипов выборки 1. 

 

Таблица сопряженности выборки 2 показана в табл.4.7. 

 

 B1 B2 Всего 

A1 1 3 4 

A2 1 2 3 

Всего 2 5 7 

 

Табл.4.7 Численности гаплотипов выборки 2. 

 

Кол-во способов равно:     
 
 
  

 
 
  

 
 
  

 
 
         

4.2.2 Итерация 2. x11=1 

 

 B1 B2 Всего 

A1 1 2 3 

A2 3 0 3 

Всего 4 2 6 

 

Табл.4.8 Численности гаплотипов выборки 1. 

 

Таблица сопряженности выборки 2 показана в табл.4.9. 

 

 B1 B2 Всего 

A1 2 2 4 

A2 0 3 3 

Всего 2 5 7 

 

Табл.4.9 Численности гаплотипов выборки 2. 

 

Кол-во способов равно:     
 
 
  

 
 
  

 
 
  

 
 
        

Далее уменьшить x11=1 нельзя, т.к. x22=0 станет отрицательным. 

4.3 Шаг 3. Вычисление вероятности получения исходных таблиц и 

таблиц с меньшей вероятностью. 
Кол-во способов получения исходной таблицы и таблиц меньшей вероятности равно: N0=n0=9 

Полное кол-во способов получения всех таблиц равно: Ntotal=n0+n1+n2=9+108+18=135 

Вероятность справедливости нулевой гипотезы равна:   
  

      
 

 

   
        



Жалко, что вероятность получилась чуть больше стандартной =0,05, но смысл от этого не 

меняется.  

4.3.1 Вычисление условных вероятностей P(B1|A1). 

По предположению, частота аллеля A1 одинакова в обеих выборках, поэтому для ее оценки 

сложим суммы первых строк табл.4.1 и 4.2 и разделим на суммы выборок:  

    
 

       

     
 

   

   
 

 

  
 

Оценим условные вероятности для каждой выборки по формуле:           
        

      
      (4.1) 

В числителе стоит оценка совместной вероятности, которая для первой выборки равна: 

           
   

  
 

 

 
 

 

 
 (4.2) 

Для второй выборки совместная вероятность равна: 

           
   

  
 

 

 
   (4.3) 

Подставляя (4.2) и (4.3) в формулу (4.1) для условной вероятности, получим для первой выборки: 

            
  

   
 

  

  
 

Для второй выборки условная вероятность равна: 

            
    

 
              

Интерпретация полученного результата. 

В терминах гаплотипов: на уровне значимости p=0,0667 частоты гаплотипов A1B1 и A2B2 больше, а 

A1B2 и A2B1 меньше в первой популяции, чем во второй. 

5. Алгоритм вычисления для произвольного количества аллелей 

у каждого из двух генов. 
В разделе 3 был рассмотрен случай двух аллелей двух генов, который легко обобщается на случай 

произвольного  числа аллелей у каждого гена. Пусть у гена А есть N аллелей, у гена В - M аллелей. 

Тогда формула (3.1) для количества таблиц принимает вид: 

      
   
   

  
   

 
        (5.1) 

Алгоритм вычислений (п.3.1-3.3) останется прежним. 


